Lembrete 12.0.1 Seja f: [—L,L] — R uma fungdo integrével, assim a série de Fourier de f é

S[f] = > —i—Zancos(EL )—l—bnsen(nzx),

onde
L 1 (L
ap = —/ fx)dx, an=— [ f(x)cos —adx
—L LJ)-L
e
1 (L
by = = f(x)sen——dx

» Exemplo 12.1 Ache S[f] para f(x) = x, e x € [-m,]. Como f ¢ impar, temos

1 T
aoz—/ xdx =0,
TJ-n
1 T
an:—/ x-cos(nx)dx =0,
TJ-n

Por outro lado (veja lembrete acima) temos

1 (= — ] T
b, = _/ x~sen(nx)dx:{ u' = senx }: cos |_ / cos(nx)dx

) v=x n
__,cos(nm) | Lse (2 )7 2 (=) 2.(—1)"“’ n> 1.
n n n? |l n n
Assim, S[f] =Y, 2 n) sen(nx).
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Lembrete 12.0.2 — Integragdo por partes. Usando que (uv) = u'v+1'u, temos

/(uv)/dx =uy = /(u/v+v/u)dx.

/u/vdx = uy— /v/udx.

 Exemplo 12.2 Ache S[f] para f(x) = x%, x € [~7, x]. Temos

Portanto

I 1 /= 137 2m?
—— dx = — 2dx=—| =2
=T _ﬂf(x) T _ﬂx A 3
e
L L u' = cos(nx)
L =— . dx = — 2, dx =
an =— _”f(x) cos(nx)dx n/_”x cos(nx)dx { b 2
[——
_1 sen(nx) 2" _l/” oy sen(nx)dx:{ uw= Se;;(’”) }
T n - TJ)-x n = —
n
1 2x |7 1 (= 2 2 2 T
— -0 nx) = ——/ —Cos(m) c—dx = —z(ﬂcos(irn)+7rcos(7rn))__2'Sen(nx)
T n nlez m)-z n n n zn no -z
4 (e
Cwn?2 on?2
Alem disso |
by=— [ f(x)-sen(nx)dx=0,
TJ)-x

desde que f(x) - sen(nx) é fungdo impar.

12.1 Convergéncia pontual das séries de Fourier

Definicdo 12.1.1 Uma fungdo f é continua por partes em [—L,L] se
1) Existem
—L=xo<x1<--<xp=L

tais que f é continua em (x;_1,%;),i=1,...,p.
2) elimy,, f(x) existem e sdo finitos.

Veja na Figura 12.1 funcdo continua por partes e na Figura 12.2 func¢do ndo continua por partes.
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Figure 12.1: Fun¢do continua por partes

Figure 12.2: Funcdo ndo continua por partes
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Figure 12.3: Funcdo f de classe C! por partes
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Defini¢do 12.1.2 Uma fungio f é de classe C' por partes em [—L,L] se f e f’ forem continuas
por partes em [—L,L].

Veja na Figura 12.3 exemplo da fungio f de classe C' por partes.

Teorema 12.1.1 — de convergéncia pontual. Seja f de classe C! por partes em [—L, L], assim
1) paracadax € (—L,L)

limy . f ( ) + limy x4 f (x)

S[f](x0) = > :

2)
hmx—> L+ f( ) + lirnx—>L— f(x)
2 b

S[fI(+L) =
3) S[f] é 2L-periddica.

Obs ) Se f for continua em xo € (—L,L), assim S[f](xo) = f(x0).

= Exemplo 12.3 Usando exemplo 12.1 temos para f(x) = x, x € [—7, 7],
Aplicando Teorema 12.1.1, temos

o 1)n+1

Z sen(nx) = f(x) =x, x € (—m, 7).

limx_>_n'+ X + limxﬁn'_ X _7[ + 7[

= :0,
2 2

S[f1(£m) =
onde S[f] é 2m-periddica.

» Exemplo 12.4 Se f(x) = x?, com x € [—7,7]. Logo (aplicando o Exemplo 12.2 e o Teorema

12.1.1), temos

2 1 "4
S[f1( :? ; cos(nx) =x*, xe(—m, 7).
) limy g 2 +limy x> w2472,
S (em) = . S

Logo S[f] = x? para todo x € (—7,7) e S(f) é 27-periédica.
Seja x = 0, entdo

SM@_%+it%j4_0

Portanto
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(soma de série harmonica alternada). Seja x = 7, assim

oo

S[f](n) = %z—l— ) (_L# -cos(mn) = n.

n=1
Portanto ) ( )2
T = 1)7-4 2
304 n2
e
> 1
] n? 6

(soma de série harmonica).

m Exemplo 12.5 Seja
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Figure 12.5: Fungéo S[f] do Exemplo 12.5

/ sen d / sen ﬂnxd 12 cos x| ?
b, —dx=— —dx=—=— —_—
2 2 2 7n 2 lo
1 0, n = 2k,
=——(COS( n)—1)=—-—((-1)"-1)= 2
——— n=2k—1.
o o x(2k—1)"
Assim,
_1 i (2k—1)x
_2 ] 2k—1 2

Entdo S[f] é 2L = 4-periddica, alem disso S[f](x) = f(x), parax € (—2,0) U (0,2). Temos

limyyo— f(x) +limeso4 f(x) 041 1

51710 = ! ==
_ limep f(x) Hlime, oy f(x) 140 1
Resumindo
0, —2+4n<x<dn,
S[f](x): 11, dn<x<2+44n, nkeZ
E, x =2k.

Por exemplo, S[f](4) = S[f](0+4) =S[f](0) == ¢

S[f](601) = {601 = 600+ 1 =4-150+ 1} = S[f](4- 150+ 1) = S[£](1) = 1.

= Exemplo 12.6 Seja f(x) = |senx| para x € [—7, 7|. Neste caso

1 (=
bp=— [ f(x)-sen(nx)dx=0,
TJ)-=x

como f(x) é fungéo par.

1 T 2 T _2 T
ap = — |senx|dx = —/ senxdx = —cosx| = —.
TJ)-n T Jo T 0 T
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Figure 12.6: Fungdo S[f]

1 /7 2 (7
a, = _/ cos(nx)|sen(x)|dx = —/ cos(nx) - senxdx
T T Jo

-7

- {cos(nx) -senx = %[sen((rﬂr 1)x) —sen((n — l)x)]}

_ l/o'”sen((n+1)x)dx—l/ sen((n — 1)x)dx

. TJo
1 —cos((n+1)x) ™ 1eos((n—1)x) ﬂ’ n#1,
=1 arl 0—1—{(7{ ni_ll 0
1
B 1 ——(cos((n—=1)m)—1), n#l,
m[cos((n+1)ﬂ:)+l]+{ g’(n;i)l

N Y (P S
=¢ 7m(n+1) + n(n—1)
0, n=2k+1 0, n=2k+1
{ n =2k,

Portanto

Por Teorema 12.1.1 temos

e S[f] é 2m-periddica.



